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KASR TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Shukurova Mashhura Dilshod qgizi
Annotatsiya: Ushbu tezisda kasr tartibli differensial tenglamalarning
nazariyasi, asosiy tushunchalari va ularni yechish usullari batafsil yoritiladi.
Kasr tartibli differensial tenglamalar an’anaviy differensial tenglamalardan
farq gilgan holda, ularning tartibini butun emas, ratsional son yoki kasr
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu turdagi tenglamalar matematikada va amaliy fanlarda,
jumladan mexanika, fizika, biologiya, hamda iqtisodiyotda keng qo‘llaniladi.
Tezisda kasr tartibli differensial tenglamalarning asosiy formulalari, yechim
olish usullari, shuningdek ularning sohalarga tatbigi tahlil etiladi. Bundan
tashqari, kasr tartibli differensial tenglamalarning zamonaviy tadgigotlari va
ilova imkoniyatlari ham ko‘rib chiqiladi.

Kalit so‘zlar: Kasr tartibli differensial tenglamalar, yechim usullari,
tatbig sohalari, matematik modellashtirish, fizik jarayonlar.

Differensial tenglamalar matematikaning eng muhim bo‘limlaridan biri
hisoblanadi. Ko‘pgina tabily va texnik jarayonlarni ifodalashda aynan ular
yordamida model tuziladi. An’anaviy differensial tenglamalar tartibi butun son
bilan belgilanadi, ya’ni tenglamada ko‘rsatilgan hosilalar butun darajada
bo‘ladi. Biroq, so‘nggi yillarda o‘rganilishi jadal sur’atda rivojlanayotgan kasr
tartibli differensial tenglamalar esa ushbu ko‘rsatkichlarni kasr yoki haqiqiy
sonlar ko‘rinishida oladi. Bu yangi yondashuv ko‘plab murakkab tizimlarning
tafsilotlarini yanada aniqroq tavsiflashga imkon beradi. Kasr tartibli
differensial tenglamalar ko‘proq matematik analizda o‘rganiladi. Ular

an’anaviy differensial tenglamalarga nisbatan yanada kengroq va ko‘p qirrali

modellarni yaratishga yordam beradi. Masalan, jarayonlarning xotira ta’sirini,
mustahkamlik va esdan chigarish xususiyatlarini hisobga olish imkonini beradi.
Kasr tartibli differensial tenglamalar tushunchasi 17-asrda Lipschitz

tomonidan kasr tartibli differensial va integral operatorlarni Kiriti
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gan. Ushbu nazariya 19- va 20-asrda Riman, Lipschitz va boshga
olimlar tomonidan yanada rivojlantirildi. Kasr tartibli hosilalar turli xil ta’rif va
operatorlar yordamida aniqlanadi. Eng ko‘p ishlatiladigan operatorlar orasida
Riman-Liuvill, Kaputo, Hilfer boshga operatorlar mavjud. Kasr tartibli
differensial operatorlar an’anaviy hosila operatorining kengaytmasi bo‘lib,
ularning tartibi butun sonlardan tashgari, haqiqiy yoki komplek sondir.
Shunday qilib, kasr tartibli hosila operatori o‘zida vaqt yoki makon omillariga
bog‘lig murakkab tizimlarning noan’anaviy xususiyatlarini aks ettiradi. Bu
operator yordamida turli xildagi diferensial tenglamalar yaratiladi, ular esa
o‘rganilayotgan jarayonlarning haqiqiy dinamikasini aniqroq tushunishga
yordam beradi [1].

Kasr tartibli differensial tenglamalar umumiy shaklda quyidagicha
ifodalanadi:

D*y(t) = 1(t, y(1)),

bu yerda D”a o‘lchov kasr bo‘lgan differensial operator, f esa
tenglamaning o‘zgaruvchi funksiya va wuning argumentlariga bog‘liq
funksiyasidir.

1- ta‘rif.

[(a)= [t*"edt
0
ko‘rishdagi funksiyaga Gamma funksiya yoki Eylerning ikkinchi tur
integrali

deyiladi. Bu integral barcha a € C (R(a) > 0) kompleks sonlar

uchun yaginlashuvchidir. U quyidagi xossaga ega:

'a+1)=al(a), R(@)>0

Gamma funksiya va Betta funksiya orasida quyidagi munosabat o

‘rinli:
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_I(a)-I(b)

B@.b) =Tt

2- ta‘rif. f(t) e L,(a,b) funksiyaning o tartibdagi Riman-Liuvill

kasr tartibli integrali

1 j f(r)dr

—, (t>a,a>0,a €R).
INa)s: t-7)7°

1 f (t) =

formula bilan aniglanadi.

3-ta‘rif. f(t)eL (ab) funksiyaning o tartibdagi Riman-Liuvill

kasr tartibli hosilasi

" \\ in b, _ 1 int f(r)dr
Datf(t)_[dt) LT F(n—a)[dt) 'a[(t—r)"‘"+1 >

formuladan hisoblanadi, bu yerda n=[a]+1, n € N.

4-ta‘rif. f(t) e AC(a,b) funksiyaning @ >0, a ¢ N tartibdagi

Kaputo kasr tartibli hosilasi

L t (m
D=1 3] 10 - [ Crdr 1oa,

formula bilan aniglanadi, b u yerdan € N va n=[a]+1.
5- ta‘rif. D_”- « tartibli 4 tipdagi Hilfer kasr tartibli hosilasi

Deru(t) = 147D (15" u)(t), n-1<a<n,0<u<ln €N,

a<t

formuladan hisoblanadi.

D:* hosila Riman-Liuvill va Kaputo hosilalarining umumlashmasi

va u quyidagi xossaga ega:
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Kasr tartibli differensial tenglamalarni yechish an’anaviy differensial
tenglamalarga gqaraganda murakkabroq va ko‘pincha analitik yechim olish
qiyin bo‘ladi. Shu sababli zamonaviy metodlar va usullar qo‘llaniladi. Yechim
olishning asosiy yo‘nalishlaridan biri quyidagi hisonlanadi:

- Siquvchi akslantirish metodi: Ushbu usul yechimning mavjudligi va
yagonaligini isbotlash uchun qo‘llaniladi.Unga ko‘ra operatorning yagona
go‘zg‘almas nuqtasi mavjud va bu nuqta dastlabki kasr tartibli differensial
tenglamaning yagona yechimi hisoblanadi[2].

Kasr tartibli differensial tenglamalar nafagat nazariy izlanishlarda, balki
ko‘plab amaliy sohalarda ham keng qo‘llaniladi. Ularning xotira va esdan
chigarish effektlarini hisobga olish gobiliyati, tabiiy jarayonlarda mavjud
noan’anaviy dinamikani yaxshiroq tavsiflash imkonini beradi. Misol uchun:

- Fizika: Kasr tartibli differensial tenglamalar to‘qimalar va
materiallarning  mexanik  xatti-harakatlarini  tushuntirishda, aynigsa
materiallarning deformatsiyasini o‘rganishda qo‘llaniladi.

- Biologiya: Kasr operatorlari biologik tizimlarning o‘sish jarayonlari,
xotira, va genetik o‘zgarishlarni modellashda yordam beradi.

- Iqgtisodiyot: Bozor dinamikasi, iqtisodiy jarayonlarning tarixiy
xususiyatlari, hamda vaqtga ko‘ra o‘zgaruvchi iqtisodiy ko‘rsatkichlarni
taxmin qilishda qo‘llaniladi [3].

So‘nggi yillarda kasr tartibli differensial tenglamalarning nazariy

asoslarini chuqurlashtirish hamda ularni yechishning yangi usullarini ishlab

chigish borasida ko‘plab ilmiy ishlar bajarilmoqda. Kompyuter
texnologiyalarining rivojlanishi ushbu tenglamalarni ragamli usullar orqgali
samarali yechishga imkon yaratmogda. Bundan tashgari, kasr

differensial tenglamalar ta’lim jarayoniga ham integratsiya qilinmo
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atika va fizikada yangi fan sifatida o‘rgatish, talabalar va ilmiy
xodimlarning ilmiy izlanishlarini rivojlantirish uchun qulay shart-sharoit
yaratmoqda [4].

Xulosa

Kasr tartibli differensial tenglamalar klassik differensial tenglamalarning
umumlashgan ko‘rinishi bo‘lib, hosila tartibi faqat butun sonlar bilan emas,
balki hagigiy yoki kompleks giymatlar bilan ham ifodalanishi mumkin. Bunday
tenglamalarda Riman—Liuvill, Kaputo, Hilfer kabi kasr tartibli hosila va
integrallardan foydalaniladi.Tadqiqotlar shuni ko‘rsatadiki, kasr tartibli
tenglamalarni yechishda analitik va sonli usullardan foydalanish muhim
ahamiyatga ega. Jumladan, Laplas almashtirishidan foydalanish ayrim kasr
tartibli differensial tenglamalarning aniq yechimlarini topishga imkon beradi.
Shu bilan birga, kasr tartibli modellar fizik jarayonlar, mexanika, muhandislik,
biologiya, igtisodiyot va boshga amaliy sohalardagi murakkab jarayonlarni
ifodalashda go‘llanadi.
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