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Kirish 

Biot [1] silindrik teshikni to’ldirgan suyuqlikdagi to’lqinlarni qattiq jism bilan 

o’zaro ta’sirini hisobga olishdan oldin, avval mustaqil holda — ya’ni qattiq 

jismning ta’siri chegaraviy shart orqali ikkita cheklama holatga soddalashtirilgan 

holda — tahlil qiladi: (a) suyuqlik cheksiz qattiq devor ichida (radial siljish nolga 

teng) va (b) suyuqlik ustuni erkin sirtga ega (bosim nolga teng). Quyida shu ikki 

chegaraviy holatdan olingan aniq natija — qaytgan (konussimon) to’lqinlarning 

dispersiya egri chiziqlari Bessel funksiyalarining nollari orqali analitik shaklda 

ifodalanishi va chekli zichlik nisbatidagi umumiy masala shu ikki chegara orasida 

joylashishi — yagona, yakunlangan tezis sifatida shakllantiriladi. 

1. Masalaning qo’yilishi 

Teshik (𝐷 = 2𝑎 diametrli) zichligi 𝜌 va tovush tezligi 𝑐 ga ega suyuqlik bilan 

to’ldirilgan. Osesimmetrik siljish potensiali 𝜑 quyidagi to’lqin tenglamasini 

qanoatlantiradi: 
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1) 

Uning 𝑧 bo’ylab tarqaladigan, 𝑙 to’lqin soniga va 𝜔 burchak chastotaga ega 

yechimi ikki shaklda bo’ladi — fazoviy tezlik 𝜁 = 𝑣/𝑐 (𝑣 = 𝜔/𝑙) birdan katta 

yoki kichik bo’lishiga qarab: 
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(3.

2) 

Birinchi yechim (𝜁 > 1) teshik devoridan qaytadigan konussimon 

to’lqinlarga, ikkinchisi (𝜁 < 1) Stounli tipidagi to’lqinlarga mos keladi. 

Suyuqlikning radial siljishi 𝑅′ = ∂𝜑/ ∂𝑟 orqali, bosim va siljish nisbati esa 𝑟 = 𝑎 

da quyidagicha ifodalanadi: 

𝑝
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(3.

5) 

2. Ikki chegaraviy holat: qattiq devor va erkin sirt 

Qattiq devor. Agar suyuqlik qo’zg’almas qattiq devor ichida bo’lsa, radial 

siljish chegarada nolga teng bo’ladi: 𝑅′ = 0. Bu shart (3.5) dan quyidagi 

tenglamani beradi: 

(𝜁2 − 1)1/2𝐽1[𝑙𝑎(𝜁
2 − 1)1/2] = 0 (3.

6) 

Bu tenglamaning 𝜁 = 1 ildizi o’qqa perpendikulyar tekis to’lqinlarga mos 

keladi, qolgan ildizlari esa 

𝑙𝑎(𝜁2 − 1)1/2 = 𝛽𝑛 (3.

7) 

shartini qanoatlantiradi, bunda 𝛽𝑛 — birinchi turdagi 𝐽1 Bessel 

funksiyasining nolga teng bo’lmagan musbat nollari. Har bir 𝛽𝑛 uchun (3.7) 𝜁 ni 

𝜆/𝐷 ning funksiyasi sifatida giperbola shaklidagi egri chiziqni beradi. 

Erkin sirt. Agar suyuqlik ustuni erkin sirtga ega bo’lsa (bosim chegarada 
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nolga teng), mos shart 

𝐽0[𝑙𝑎(𝜁
2 − 1)1/2] = 0 (3.

8) 

ko’rinishini oladi — bu ham 𝐽0 Bessel funksiyasi nollari orqali aniqlanadigan 

giperbolalar oilasini beradi. 

Ikkala tenglama (3.7) va (3.8) klassik matematik jadvallarda aniq berilgan, 

tekshirilgan sonli qiymatlarga ega. 𝐽1 va 𝐽0 funksiyalarining dastlabki uchta 

musbat noli 1-jadvalda keltirilgan. 

𝑛 𝛽𝑛 (𝐽1(𝛽𝑛) = 0, 𝛽𝑛 ≠ 0) 𝛼𝑛 (𝐽0(𝛼𝑛) = 0) 

1 3,8317 2,4048 

2 7,0156 5,5201 

3 10,1735 8,6537 

3. Chekli zichlik nisbatida oraliq tarqalish 

Qattiq jismning elastikligi hisobga olinganda, qaytgan to’lqinlarning umumiy 

dispersiya tenglamasi (2-bo’limdagi natijalar va standart Bessel ayniyatlaridan 

foydalanib) quyidagicha topiladi (𝜁 > 1 uchun): 
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(3.

13) 

bunda 𝜁1 = 𝑣/𝑣𝑠, 𝜁2 = 𝑣/𝑣𝑐, 𝜌1 — qattiq jism zichligi. Manba [1] ga ko’ra, 

(3.13) tenglamaning qaytgan to’lqin tarmoqlari zichlik nisbati 𝜌/𝜌1 ning ikki 

chegaraviy qiymatida yuqoridagi ikki mustaqil holatga aylanadi: 𝜌/𝜌1 → 0 

(yengil suyuqlik) da tenglama (3.6)–(3.7) egri chiziqlariga, 𝜌/𝜌1 → ∞ (og’ir 

suyuqlik) da esa tenglama (3.8) egri chiziqlariga yaqinlashadi. Fizik jihatdan bu 

tabiiy: suyuqlik zichligi qattiq jismnikiga nisbatan juda kichik bo’lganda, uning 

inertsiyasi qattiq jism devorini deyarli siljita olmaydi va devor suyuqlik uchun 

amalda qattiq bo’lib qoladi; aksincha, suyuqlik zichligi juda katta bo’lganda, 

qattiq jismning qarshiligi suyuqlik inertsiyasi oldida ahamiyatsiz bo’lib qoladi va 
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devor suyuqlik uchun amalda erkin sirtga aylanadi. 

Natija. Suyuqlik bilan to’ldirilgan silindrik teshikdagi qaytgan 

(konussimon) to’lqinlarning umumiy dispersiya tenglamasi (3.13) ikkita aniq, 

mustaqil analitik yechimga ega chegaraviy holat orasida joylashadi: 𝜌/𝜌1 → 0 da 

qattiq devor sharti (3.6)–(3.7) ga, 𝜌/𝜌1 → ∞ da erkin sirt sharti (3.8) ga aylanadi; 

bu ikkala chegaraviy tenglama navbati bilan 𝐽1 va 𝐽0 Bessel funksiyalarining 

musbat nollari orqali to’liq aniqlanadi va ularning sonli qiymatlari (1-jadval) 

qattiq matematik asosga ega bo’lib, har biri 𝑙𝑎(𝜁2 − 1)1/2 ifodasi o’zgarmas 

qiymatga teng bo’lgan shartdan hosil bo’lgan giperbola egri chizig’ini beradi. Shu 

tariqa, chekli zichlik nisbatidagi to’liq masala (3.13) — qattiq jism va suyuqlik 

o’zaro ta’sirining natijasi sifatida — shu ikki analitik jihatdan aniq chegara 

orasida uzluksiz o’zgaruvchi dispersiya tarmoqlarini hosil qiladi. 

Xulosa 

Biot [1] tahlili asosida shakllantirilgan ushbu tezis quyidagini isbotlaydi: 

suyuqlik bilan to’ldirilgan silindrik teshikdagi qaytgan to’lqinlarning tarqalish 

shartlari ikkita analitik jihatdan aniq chegaraviy holat — qattiq devor (Bessel 

funksiyasi 𝐽1 nollari) va erkin sirt (Bessel funksiyasi 𝐽0 nollari) — orqali to’liq 

tavsiflanadi, chekli zichlik nisbatidagi haqiqiy fizik masala esa (3.13) tenglama 

orqali shu ikki chegara oralig’ida uzluksiz interpolyatsiya qiladi. Ushbu natija 

silindrik to’lqin o’tkazgichlarning chegaraviy xususiyatlarini aniqlashda, xususan 

burg’ilash quduqlari geofizikasi va akustik o’lchov asboblarini loyihalashda 

muhim nazariy asos bo’lib xizmat qiladi [2]–[5]. 
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